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一、 斯托克斯( Stokes ) 公式

定理9.5.1 设Γ是分段光滑有向闭曲线, Σ是以Γ为边界的分片光

滑的有向曲面, 且Γ 的正向与Σ的侧符合右手法则,
在包含∑的一个空间域内具有连续一阶偏导数,则有

Σ

n

ΓΓ

∑

右手除拇指外的四个手指依 的

绕行方向时，拇指所指方向与 上的法向量的指向相同

Γ ∑

Γ ∑或称

的正向与 的侧符合右手法则

是有向曲面 的正为 向边界曲线

d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫
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说明: Γ是有向曲线，Σ是由Γ确定的曲面（依题意
选取简单的曲面）, Σ的侧可由Γ的的绕行方向和

右手法则确定.

d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫

c cc ss osooR Q P R Q P dS
y z z x x y

α γβ
∑

      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= − + − + −      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
∫∫

= d dd dd dR Q P R Q P
y z z x x

z xy
y

z x y
∑

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∫∫

是斯托克斯公式的特殊情况格林公式

0,dz =

d d
L

P x Q y+∫

L xOy如果 为 平面上的封闭曲线（逆时针），

xOy L∑取 是 平面上 围成的封闭区域，取上侧

d dQ P
x y

x y
∑

 ∂ ∂
= − ∂ ∂ 
∫∫ d d

xyD

Q
x

yP x
y

 ∂ ∂
= − ∂ ∂ 
∫∫
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∫∫
∑

∂
∂

∂
∂

∂
∂=

RQP
zyx

yxxzzy dddddd

∫Γ ++ zRyQxP ddd 

cos cos cos

d S
x y z

P Q R

α β γ

∑

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂∫∫

为便于记忆, 

Σ

n

Γ

= d dd dd dR Q P R Q P
y z z x x

z xy
y

z x y
∑

     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− + − + −     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

∫∫
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yxz

yxxzzy

zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂

Σ∫∫=
dddddd

z

x

y

1

1
1

o

例1 利用斯托克斯公式计算积分

其中Γ为平面 x + y + z = 1 被三坐标面所截三角形
的整个

解 取三角形域为Σ, 并取上侧, 则

边界, 方向如图所示. 

∫∫=
yxD

yx dd3
2
3=

yxD

d d d d d dy z z x x y
∑

= + +∫∫
d d d d d d

xy zx yzD D D
x y z x y z= + +∫∫ ∫∫ ∫∫
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二、 环流量与旋度
斯托克斯公式

∫Γ ++= zRyQxP ddd

设曲面 Σ 的法向量为

曲线 Γ的单位切向量为

则斯托克斯公式可写为

∫Γ ++= sRQP d)coscoscos( νµλ

)cos,cos,(cos γβα=n
)cos,cos,(cos νµλτ =
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令 , 引进一个向量),,( RQPA =

Arot记作

RQP

kji

zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂=

sASnA ddrot ∫∫∫ ΓΣ
⋅=⋅ τ

向量形式 : 

{ , , } {cos , cos , cos }dP Q R sλ µ ν
Γ

= ⋅∫

( ) ( ) ( ){ , , } {cos , cos , cos }dR Q P R Q P
y z z x x y Sα β γ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂Σ
− − − ⋅∫∫
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向量 rotA称为向量场A的

称为向量场A定义 d d dP x Q y R z
Γ

+ +∫
沿有向闭曲线 Γ的环流量。

sASnA ddrot ∫∫∫ ΓΣ
⋅=⋅ τ

斯托克斯公式的向量形式 : 

旋度（rotation）。

Arot记作

RQP

kji

zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂=
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向量场 A 产生的旋度
穿过 Σ 的通量

注意Σ与Γ的方向形成右手系!

rot d dA n S A sτ
Σ Γ

⋅ = ⋅∫∫ ∫
   



向量场 A 沿
Γ的环流量

斯托克斯公式①的物理意义:
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例2 ，求rot(gradu)。)sin(),,( 2232 zyxxyzyxu ++−=
2 2 2 2

2 2

( 3 ) (2 2 cos( ))

2 cos( )

gradu y x i xy y y z j

z y z k

= − + + +

+ +

 


解

rot(grad )u

2 2 2 2 2 23 2 2 cos( ) 2 cos( )

i j k

x y z
y x xy y y z z y z

∂ ∂ ∂
=

∂ ∂ ∂
− + + +

  
Pi Qj Rk= + +
  

0 0 0i j k= + +
  

i j k

x y z
P Q R

∂ ∂ ∂
=
∂ ∂ ∂

  

0=
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一般地，设
则

zyx fff
zyx

u
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

kji

)(gradrot

二阶偏导连续的函数 的梯度场是无旋场。

),,( zyxfu =
),,( zyx fffgradu =

kffjffiff xyyxzxxzyzzy


)()()( −+−+−=

),,( zyxf

二阶偏导数连续，

0=
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( )z
u

y
u

x
u

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ,,

场论中的三个重要概念

设 ,),,( zyxuu = ,),,( RQPA =


梯度: =uradg u∇=

( ),,, zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂=∇

z
R

y
Q

x
P

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ++

RQP

kji

zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂=Arot A×∇=

=Adiv A⋅∇=散度:

旋度:

则

三、汉密尔顿算子

kji zyx ∂
∂

∂
∂

∂
∂ ++=∇ P38教材
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